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선형대수학에서 다루는 수학적 대상들

• 스칼라(scalar): 하나의 수

• 벡터(vector): 수들의 배열(array)

• 행렬(matrix): 수들의 2차원 배열

• 텐서(tensor): 수들의 다차원 배열

1. Scalars, Vectors, Matrices and Tensors
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설명

• 스칼라(scalar): 실수(ℝ) 혹은 자연수(ℕ)와 같은 수를 표현, 𝑠 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ

• 벡터(vector): 𝑛차원 벡터 𝒙 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 =

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

∈ ℝ𝑛

𝒙의 인덱스(index) 𝑖마다 원소(element) 𝑥𝑖포함

집합(set) 𝑆 = 𝑖1, … , 𝑖|𝑆| 에 대해, 𝒙𝑆 = 𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖 𝑆 ∈ ℝ 𝑆

• 벡터의 연산: 벡터합(vector addition): ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛 : 𝒙 + 𝒚 = 𝑥1 + 𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛
스칼라곱(scalar multiplication): ∀𝜆 ∈ ℝ, 𝒙 ∈ ℝ𝑛 : 𝜆𝒙 = 𝜆 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑛

1. Scalars, Vectors, Matrices and Tensors
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설명

• 행렬(matrix): 𝑚 × 𝑛 행렬, 𝑨 =

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑨의 튜플(tuple) (𝑖, 𝑗)마다 원소 𝐴𝑖,𝑗 포함

𝑨의 𝑖번째 행(row) 𝑨𝑖,: ∈ ℝ𝑛, 𝑨의 𝑗번째 열(column) 𝑨:,𝑗 ∈ ℝ𝑚

행렬값(matrix-valued) 함수 𝑓의 (𝑖, 𝑗)번째 항(entry): 𝑓 𝑨 𝑖,𝑗

• 텐서(tensor): 𝐀의 좌표(coordinate) (𝑖1, … , 𝑖𝑘)마다 원소 A𝑖1,…,𝑖𝑘 포함

1. Scalars, Vectors, Matrices and Tensors
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행렬의 기초 연산

• 전치(transpose): 행렬의 주요 연산, 행과 열을 바꾸는 연산

행렬 𝑨에 대해 𝑨⊤는 다음과 같이 정의: 𝑨⊤ 𝑖,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑖

예제

•

1. Scalars, Vectors, Matrices and Tensors
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행렬의 기초 연산

• 행렬합(matrix addition): 𝑨, 𝑩의 행, 열의 개수가 같을 때, 𝑪 = 𝑨 + 𝑩 where 𝐶𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,𝑗 + 𝐵𝑖,𝑗

• 스칼라곱(scalar multiplication): 𝑫 = 𝑎 ⋅ 𝑩 where 𝐷𝑖,𝑗 = 𝑎 ⋅ 𝐵𝑖,𝑗

예제

• 𝑫 = 𝑎 ⋅ 𝑩 + 𝑐 where 𝐷𝑖,𝑗 = 𝑎 ⋅ 𝐵𝑖,𝑗 + 𝑐

• 브로드캐스팅(broadcasting): 𝑪 = 𝑨 + 𝒃 where 𝐶𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,𝑗 + 𝐵𝑗

1. Scalars, Vectors, Matrices and Tensors
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벡터의 곱셈

• 점곱/스칼라곱(dot product, scalar product):

같은 차원(dimension)의 벡터들 𝒙, 𝒚에 대해 𝒙⊤𝒚 = σ𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖

행렬의 곱셈

• 행렬곱(matrix product):

𝑨의 행의 개수와 𝑩의 열의 개수가 같을 때, 𝑪 = 𝑨𝑩 where 𝐶𝑖,𝑗 = σ𝑘𝐴𝑖,𝑘𝐵𝑘,𝑗

• 아다마르곱/원소별곱(Hadamard product, element-wise product):

𝑨, 𝑩의 행, 열의 개수가 같을 때, 𝑪 = 𝑨⨀𝑩 where 𝐶𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,𝑗 ⋅ 𝐵𝑖,𝑗

2. Multiplying Matrices and Vectors
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곱셈의 법칙

• 결합법칙(associativity):

∀𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑝 ∶ 𝑨𝑩 𝑪 = 𝑨(𝑩𝑪)

• 분배법칙(distributivity):

𝑨,𝑩 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑪, 𝑫 ∈ ℝ𝑛×𝑝 ∶ 𝑨 + 𝑩 𝑪 = 𝑨𝑪 + 𝑩𝑪, 𝑨 𝑪 + 𝑫 = 𝑨𝑪 + 𝑨𝑫

• 교환법칙(commutative):

행렬곱에서 성립 안 함 𝑨𝑩 ≠ 𝑩𝑨

• 전치 관련 법칙들:

𝒙⊤𝒚 = 𝒚⊤𝒙

𝑨𝑩 ⊤ = 𝑩⊤𝑨⊤

2. Multiplying Matrices and Vectors
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예제

2. Multiplying Matrices and Vectors
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선형시스템(linear system, system of linear equations): 선형연립방정식

• ቐ

𝐴1,1𝑥1 +⋯+ 𝐴1,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
⋮

𝐴𝑚,1𝑥1 +⋯+ 𝐴𝑚,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

을 만족하는 해(solution) 𝑥1, … , 𝑥𝑛 을 구하는 문제

• 𝑨𝒙 = 𝒃 where 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ ℝ𝑚, 𝒙 ∈ ℝ𝑛

선형시스템의 풀이

• 𝑨𝒙 = 𝒃의 특수해(particular solution) 구하기

• 𝑨𝒙 = 𝟎의 모든 해 또는 영공간(null space) 구하기

• 위 두 과정의 해를 합쳐서 일반해(general solution) 구하기

2. Multiplying Matrices and Vectors
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예제
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예제
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예제
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행렬의 역

• 항등행렬(identity matrix): 𝑛차원 항등행렬 𝑰𝑛(또는 𝑰)은 다음을 만족, ∀𝒙 ∈ ℝ𝑛 : 𝑰𝑛𝒙 = 𝒙

• 역행렬(inverse matrix): 𝑨−1𝑨 = 𝑨𝑨−1 = 𝑰𝑛을 만족하는 행렬 𝑨−1

• 가역행렬(invertible matrix): 역행렬이 존재하는 정방(square) 행렬 𝑨

• 𝑨가 가역일 때, 선형시스템 𝑨𝒙 = 𝒃 ⇔ 𝑨−1𝑨𝒙 = 𝑨−1𝒃 ⇔ 𝒙 = 𝑨−1𝒃

• 𝑨가 정방행렬이 아닐 때, 𝑨𝒙 = 𝒃 ⇔ 𝑨⊤𝑨𝒙 = 𝑨⊤𝒃 ⇔ 𝒙 = 𝑨⊤𝑨 −1𝑨⊤𝒃 

예제

• 𝑰3 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3. Identify and Inverse Matrices
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예제

3. Identify and Inverse Matrices
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예제

3. Identify and Inverse Matrices
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선형결합

• 선형결합(linear combination): 벡터들의 집합 𝒗 1 , … , 𝒗 𝑛 , 상수 𝑐1, … , 𝑐𝑛에 대해 σ𝑖 𝑐𝑖𝒗
𝑖

• 생성(span): 벡터 집합 𝒗 1 , … , 𝒗 𝑛 에 대해 모든 가능한 선형결합의 집합 σ𝑖 𝑐𝑖𝒗
𝑖 |𝑐1, … , 𝑐𝑛 ∈ ℝ

선형결합과 선형시스템

• 열공간(column space) 또는 치역(range): 𝑨𝒙|𝒙 ∈ ℝ𝑛 = σ𝑖 𝑥𝑖𝑨:,𝑖 |𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ ⊆ ℝ𝑚

• 일치(consistent): 선형시스템 𝑨𝒙 = 𝒃의 해가 존재함은 𝑨의 열공간이 𝒃를 포함하는 것을 의미

• 선형시스템의 해는 없거나, 유일하거나, 무한히 많을 수 있음

4. Linear Dependence and Span
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예제

4. Linear Dependence and Span
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The following three linear systems

(a) ቐ
2𝑥1 + 𝑥2 = 3
2𝑥1 − 𝑥2 = 0
𝑥1 − 2𝑥2 = 4

(b) ቐ

2𝑥1 + 𝑥2 = 3
2𝑥1 − 𝑥2 = 5
𝑥1 − 2𝑥2 = 4

(c) ቐ
2𝑥1 + 𝑥2 = 3
4𝑥1 + 2𝑥2 = 6
6𝑥1 + 3𝑥2 = 9

has no solution, a unique solution, and infinitely many solutions, resp.
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선형독립

• 선형독립(linearly independent): 어떠한 벡터도 다른 벡터들의 선형결합으로 표현 불가한 경우

• 𝑚차원 벡터 𝑛개가 선형독립이라면 각 벡터를 열에 배치한 행렬의 열공간의 차원은 𝑛

• 선형종속(linearly dependent): 선형독립의 반대

선형독립과 역행렬

• 𝑚차원 벡터 𝑚개가 선형독립이라면 각 벡터를 열에 배치한 행렬의 열공간은 ℝ𝑚

• 이러한 행렬은 정방(square) 행렬이고, 역행렬이 존재함(nonsingular, invertible)

• 𝑚 ×𝑚 정방 행렬의 열들이 선형종속이라면, 역행렬이 존재하지 않음(singular)

4. Linear Dependence and Span
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예제

4. Linear Dependence and Span
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예제
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벡터의 크기

• 크기 또는 노름(norm): 벡터공간(vector space) 𝑉에 대한 함수 ⋅ : 𝑉 → ℝ, 아래 성질 만족

절대동차(absolutely homogeneous): 𝜆𝒙 = 𝜆 𝒙

삼각부등식(triangle inequality): 𝒙 + 𝒚 ≤ 𝒙 + 𝒚

양의 정부호(positive definite): (i) 𝒙 ≥ 0, (ii) 𝒙 = 0 ⇔ 𝒙 = 𝟎

• 𝐿𝑝 노름: 𝒙 𝑝 = σ𝑖 𝑥𝑖
𝑝

1

𝑝

• 최대(max) 노름: 𝒙 ∞ = max
𝑖

𝑥𝑖

행렬의 크기

• Frobenius 노름: 𝑨 𝐹 = σ𝑖,𝑗 𝐴𝑖,𝑗
2 (벡터의 𝐿2 노름의 확장)

5. Norms
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예제
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코사인 유사도

• 두 벡터 𝒙, 𝒚 사이의 각 𝑤에 대해, cos𝑤 =
𝒙⊤𝒚

𝒙 2 𝒚 2

예제

5. Norms
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벡터의 공간

• 벡터공간(vector space):

벡터 집합 𝑉와 연산 벡터합(+ ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝑉), 스칼라곱(⋅ ∶ ℝ × 𝑉 → 𝑉)으로 정의

• 벡터공간이 만족해야 하는 주요 조건:

분배법칙(distributivity): ∀𝜆 ∈ ℝ, 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 : 𝜆 ⋅ 𝒙 + 𝒚 = 𝜆 ⋅ 𝒙 + 𝜆 ⋅ 𝒚

분배법칙(distributivity): ∀𝜆, 𝜓 ∈ ℝ, 𝒙 ∈ 𝑉 : 𝜆 + 𝜓 ⋅ 𝒙 = 𝜆 ⋅ 𝒙 + 𝜓 ⋅ 𝒙

결합법칙(associativity): ∀𝜆, 𝜓 ∈ ℝ, 𝒙 ∈ 𝑉 : 𝜆 ⋅ 𝜓 ⋅ 𝒙 = 𝜆 ⋅ 𝝍 ⋅ 𝒙

항등원(neutral element): ∀𝒙 ∈ 𝑉 : 1 ⋅ 𝒙 = 𝒙

5. Norms
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벡터의 내적

• 내적(inner product): Ω: 𝑉 × 𝑉 → ℝ이 아래 조건들을 만족하면 내적이라 함

이중선형(bilinearity): ∀𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑉, 𝜆, 𝜓 ∈ ℝ : Ω 𝜆𝒙 + 𝜓𝒚, 𝒛 = 𝜆Ω 𝒙, 𝒛 + 𝜓Ω 𝒚, 𝒛

이중선형(bilinearity): ∀𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑉, 𝜆, 𝜓 ∈ ℝ : Ω 𝒙, 𝜆𝒚 + 𝜓𝒛 = 𝜆Ω 𝒙, 𝒚 + 𝜓Ω 𝒙, 𝒛

대칭(symmetric): ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 : Ω 𝒙, 𝒚 = Ω(𝒚, 𝒙)

양의 정부호(positive definite): ∀𝒙 ∈ 𝑉\{𝟎} : Ω 𝒙, 𝒙 > 0, Ω 𝟎, 𝟎 = 0

• Ω 𝒙, 𝒚 대신 ⟨𝒙, 𝒚⟩로 주로 표기

벡터의 길이

• 길이(length): 𝒙 = ⟨𝒙, 𝒙⟩

• 거리(distance): 𝑑 𝒙, 𝒚 = 𝒙 − 𝒚 = ⟨𝒙 − 𝒚, 𝒙 − 𝒚⟩

5. Norms
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대각행렬

• 대각행렬(diagonal matrix): 𝐷𝑖,𝑗 = 0 if 𝑖 ≠ 𝑗 를 만족하는 행렬 𝑫

• 항등행렬(identity matrix): 𝐼𝑖,𝑗 = ቊ
1 if 𝑖 = 𝑗
0 if 𝑖 ≠ 𝑗

를 만족하는 행렬 𝑰

• 벡터 𝒙의 각 항을 대각항(diagonal entry)으로 가지는 대각행렬이 diag 𝒗 일 때,

diag 𝒗 𝒙 = 𝒗⨀𝒙

diag 𝒗 −1 = diag
1

𝑣1
, … ,

1

𝑣𝑛

⊤

대칭행렬

• 대칭행렬(symmetric matrix): 𝑨 = 𝑨⊤을 만족하는 정방행렬 𝑨, ∀𝑖, 𝑗 ∈ 1,… , 𝑛 : 𝐴𝑖,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑖 

6. Special Kinds of Matrices and Vectors
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단위벡터

• 단위벡터(unit vector): 𝒙 2 = 1인 벡터 𝒙

벡터의 직교성

• 직교(orthogonal, perpendicular): 𝒙⊤𝒚 = 0인 벡터 𝒙, 𝒚

• 정규직교(orthonormal): 직교이면서 단위벡터인 경우

• 직교는 두 벡터 사이의 각이 90도임을 의미

• 영벡터는 차원이 동일한 모든 벡터들과 직교

• ℝ𝑛에는 최대 𝑛개의 상호직교(mutually orthogonal)인 영벡터가 아닌 벡터들이 존재

6. Special Kinds of Matrices and Vectors
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예제

6. Special Kinds of Matrices and Vectors
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행렬의 직교성

• 직교행렬(orthogonal matrix): 𝑨⊤𝑨 = 𝑨𝑨⊤ = 𝑰인 행렬 𝑨

• 직교행렬인 경우 𝑨−1 = 𝑨⊤가 성립하여 역행렬 계산이 쉬움

• 직교행렬을 곱하는 것은 벡터의 길이(length)를 변화하지 않는 변환을 의미

𝑨𝒙 2 = 𝑨𝒙 ⊤ 𝑨𝒙 = 𝒙⊤𝑨⊤𝑨𝒙 = 𝒙⊤𝑰𝒙 = 𝒙⊤𝒙 = 𝒙 2

• 직교행렬을 곱하는 것은 벡터 사이의 각(angle)을 변화하지 않는 변환을 의미

cos𝑤 =
𝑨𝒙 ⊤ 𝑨𝒚

𝑨𝒙 𝑨𝒚
=

𝒙⊤𝑨⊤𝑨𝒚

𝒙⊤𝑨⊤𝑨𝒙𝒚⊤𝑨⊤𝑨𝒚
=

𝒙 ⊤ 𝒚

𝒙 𝒚

6. Special Kinds of Matrices and Vectors
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고윳값

• 𝑛 × 𝑛 행렬 𝑨에 대해 𝑨𝒗 = 𝜆𝒗를 만족하는 스칼라 𝜆, 영이 아닌 벡터 𝒗의 쌍 𝜆, 𝒗 를 eigenpair라고 함

• 𝜆 : 행렬 𝑨의 고윳값(eigenvalue), 단 𝜆가 고윳값이면 𝑠𝜆, 𝑠 ∈ ℝ\{0} 또한 고윳값

• 𝒗 : 행렬 𝑨의 고유벡터(eigenvector)

고윳값분해

• 𝑛 × 𝑛 행렬 𝑨에 대해 𝑛개의 선형독립인 고유벡터 𝒗 1 , … , 𝒗 𝑛 가 존재한다면,

행렬 𝑨의 고윳값분해(eigendecomposition)는 다음과 같이 표현: 𝑨 = 𝑽𝚲𝑽−1

단, 𝑽 = 𝒗 1 …𝒗 𝑛 , 𝚲 = diag 𝝀 = diag 𝜆1, … , 𝜆𝑛

• 𝑨 = 𝑽𝚲𝑽−1 ⇒ 𝑨𝑘 = 𝑽𝚲𝑽−1 𝑘 = 𝑽𝚲𝑘𝑽−1

• det 𝑨 = det 𝑽𝚲𝑽−1 = det 𝑽 det 𝚲 det 𝑽−1 = det 𝚲 = ς𝑖 𝜆𝑖

7. Eigendecomposition
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예제

• 행렬은 대부분의 벡터의 크기를 변환(scale)하고 회전(rotate)시키지만, 고유벡터는 크기만 변화시킴

• 고윳값과 고유벡터를 알면 행렬을 이용한 계산을 단순화할 수 있음

7. Eigendecomposition
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고윳값분해

• 대칭행렬 𝑨의 고윳값분해는 다음과 같이 표현 가능: 𝑨 = 𝑸𝚲𝑸⊤

단, 𝑸는 𝑨의 직교행렬(orthogonal matrix), 즉 열들이 정규직교(orthonomal)

• 𝑨는 각 고윳값 𝜆𝑖에 대해 연관된 고유벡터 𝒗 𝑖 방향으로의 공간 크기변환(scaling)

7. Eigendecomposition
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이차형식의 극값

• 이차형식(quadratic expression): 𝑓 𝒙 = 𝒙⊤𝑨𝒙

• 𝒙 2 = 1일 때, 𝑓의 최댓값은 고윳값의 최댓값, 최솟값은 고윳값의 최솟값과 동일

이차형식의 부호

• 양의 정부호(positive definite): 행렬의 고윳값이 모두 > 0 (≥ 0인 경우 semi-)

∀𝒙 ≠ 𝟎 ∶ 𝒙⊤𝑨𝒙 > 0으로 정의 가능

• 음의 정부호(negative definite): 행렬의 고윳값이 모두 < 0 (≤ 0인 경우 semi-)

∀𝒙 ≠ 𝟎 ∶ 𝒙⊤𝑨𝒙 < 0으로 정의 가능

• 두 경우 모두 다음 식이 성립: 𝒙⊤𝑨𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 𝟎

7. Eigendecomposition
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특이값분해

• 고윳값분해: 𝑛 × 𝑛 행렬 𝑨에 대해, 𝑨 = 𝑽𝚲𝑽−1

• 특이값분해(Singular Value Decomposition, SVD): 𝑚 × 𝑛 행렬 𝑨에 대해, 𝑨 = 𝑼𝚺𝑽⊤

𝑼: 𝑚 ×𝑚 orthonormal matrix, left-singular vectors of 𝑨

𝑽: 𝑛 × 𝑛 orthonormal matrix, right-singular vectors of 𝑨

𝚺: 𝑚 × 𝑛 diagonal matrix, singular values of 𝑨, Σ𝑖,𝑗 = ቊ
𝜎𝑖 if 𝑖 = 𝑗
0 if 𝑖 ≠ 𝑗

이고, 𝜎𝑖 ≥ 0 만족

• 이 때, 𝑼,𝑫, 𝑽는 다음을 만족:

𝑼: 𝑨𝑨⊤의 고유벡터들

𝑽: 𝑨⊤𝑨의 고유벡터들

𝚺: 𝑨𝑨⊤의 고윳값들 또는 𝑨⊤𝑨의 고윳값들

8. Singular Value Decomposition
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특이값분해

• 특이값분해: 𝑚 × 𝑛 행렬 𝑨에 대해, 𝑨 = 𝑼𝚺𝑽⊤

• 특이값 방정식: ∀𝑖 = 1,… , 𝑟 : 𝑨𝒗𝑖 = 𝜎𝑖𝒖𝑖, 즉, 𝒖𝑖 =
1

𝜎𝑖
𝑨𝒗𝑖

• 특이값: 𝑨의 계수(rank) 𝑟 ∈ 0,min 𝑚, 𝑛 에 대해, 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 ≥ 0

• 𝑨𝑨⊤ = 𝑼𝚺𝑽⊤ 𝑼𝚺𝑽⊤ ⊤ = 𝑼𝚺𝑽⊤𝑽𝚺⊤𝑼⊤ = 𝑼𝚺𝚺⊤𝑼⊤ = 𝑼
𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑚

2
𝑼⊤

• 𝑨⊤𝑨 = 𝑼𝚺𝑽⊤ ⊤ 𝑼𝚺𝑽⊤ = 𝑽𝚺⊤𝑼⊤𝑼𝚺𝑽⊤ = 𝑽𝚺⊤𝚺𝑽⊤ = 𝑽
𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑛

2
𝑽⊤

8. Singular Value Decomposition
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고윳값분해

• 고윳값분해는 행렬 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛에 대해 특성방정식 det 𝑨 − 𝜆𝑰 = 0의 해가 존재하는 경우에만 존재

• 고윳값분해 𝑨 = 𝑽𝚲𝑽−1에서 𝑽는 직교행렬일 필요가 없음

• Basis 변환 → Scaling → Basis 변환 수행

• 고윳값은 음수가 될 수 있음

특이값분해

• 특이값분해는 행렬 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛에 대해 항상 존재

• 특이값분해 𝑨 = 𝑼𝚺𝑽⊤에서 𝑼,𝑽는 항상 직교행렬

• Basis 변환 → Scaling → Basis 변환 수행

• 특이값은 항상 음이 아님(non-negative)

8. Singular Value Decomposition
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• Finding structure in movie ratings and consumers 
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Moore-Penrose 유사역행렬

• 𝑨𝒙 = 𝒃라는 문제를 풀기 위해서 𝑨의 left-inverse인 𝑩를 양변에 곱할 수 있다면, 𝒙 = 𝑩𝒃

• 행렬 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛에 대해 𝑚 > 𝑛이면 해가 없을 수 있고, 𝑚 < 𝑛이면 해가 무수히 많을 수 있음

• 유사역행렬:

𝑨+ = 𝑽𝚺+𝑼⊤ = 𝑽
𝚺𝑟
−1 𝟎𝑟×(𝑚−𝑟)

𝟎 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝟎 𝑛−𝑟 ×(𝑚−𝑟)
𝑼⊤ = 𝑨⊤𝑨 −1𝑨⊤

• 유사역행렬은 𝑨𝒙 − 𝒃 2를 최소로 하는 최적해

9. The Moore-Penrose Pseudoinverse

AI를 위한 수학 - Linear Algebra
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대각합

• 대각합(trace): Tr 𝑨 = σ𝑖 𝐴𝑖,𝑖

• Frobenius 노름: 𝑨 𝐹 = σ𝑖,𝑗 𝐴𝑖,𝑗
2 = Tr 𝑨𝑨⊤

• Tr 𝛼𝑨 = 𝛼Tr 𝑨

• Tr 𝑨⊤ = Tr 𝑨

• Tr 𝑨 + 𝑩 = Tr 𝑨 + Tr 𝑩

• Tr 𝑨𝑩 = Tr 𝑩𝑨

• Tr ς𝑖=1
𝑛 𝑭(𝑖) = Tr 𝑭(𝑛)ς𝑖=1

𝑛−1𝑭(𝑖) , e.g., Tr 𝑨𝑩𝑪 = Tr 𝑪𝑨𝑩 = Tr 𝑩𝑪𝑨

10. The Trace Operator

AI를 위한 수학 - Linear Algebra
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행렬식

• 행렬식(determinant): det 𝑨

• 𝑨가가역 ⇔ det 𝑨 ≠ 0

• det 𝛼𝑨 = 𝛼𝑛det 𝑨

• det 𝑨⊤ = det 𝑨

• det 𝑨−1 = 1/det(𝑨)

• det 𝑨𝑩 = det 𝑨 det(𝑩)

• 𝑻가 upper-triangular일 때, det 𝑻 = ς𝑖=1
𝑛 𝑇𝑖,𝑖

• 특성방정식 𝑝𝑨 𝜆 = det 𝑨 − 𝜆𝑰

= 𝑐0 + 𝑐1𝜆 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝜆
𝑛−1 + −1 𝑛𝜆𝑛

⇒ 𝑐0 = det 𝑨 , 𝑐𝑛−1 = −1 𝑛−1Tr 𝑨

11. The Determinant
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주성분분석

• 차원축소(dimensionality reduction):

고차원 데이터의 불필요한(redundant) 정보를 줄여서 데이터의 차원을 축소하는 방법

• 주성분분석(Principal Component Analysis, PCA):

고차원 데이터를 주성분(principal component)에 투영(projection)하여 차원을 축소하는 방법

• 데이터의 정보를 최대한 유지하면서 차원을 축소하기 위해 분산(variance)이 큰 방향을 순차적 선택

12. Principal Component Analysis

AI를 위한 수학 - Linear Algebra
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   𝑨  − 1 𝑨 = 𝑨  𝑨  − 1 =  𝑰 n


   𝑨  − 1


  𝑨


  𝑨


  𝑨 𝒙 = 𝒃   ⇔  𝑨  − 1 𝑨 𝒙 =  𝑨  − 1 𝒃 ⇔ 𝒙 =  𝑨  − 1 𝒃


  𝑨


  𝑨 𝒙 = 𝒃   ⇔  𝑨 ⊤ 𝑨 𝒙 =  𝑨 ⊤ 𝒃   ⇔ 𝒙 =    (  𝑨 ⊤ 𝑨 )  − 1  𝑨 ⊤ 𝒃


   𝑰 3 =  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ]


   {  𝒗   ( 1 ) , … ,  𝒗   ( n ) }


   c 1 , … ,  c n


    ∑ i   c i  𝒗   ( i )


   {  𝒗   ( 1 ) , … ,  𝒗   ( n ) }


   {   ∑ i   c i  𝒗   ( i ) |  c 1 , … ,  c n ∈ ℝ }


   { 𝑨 𝒙 | 𝒙 ∈  ℝ n } =  {   ∑ i   x i  𝑨  : , i |  x 1 , … ,  x n ∈ ℝ } ⊆  ℝ m


  𝑨 𝒙 = 𝒃


  𝑨


  𝒃


   {    2  x 1 +  x 2 = 3   2  x 1 −  x 2 = 0    x 1 − 2  x 2 = 4


   {    2  x 1 +  x 2 = 3   2  x 1 −  x 2 = 5    x 1 − 2  x 2 = 4


   {    2  x 1 +  x 2 = 3   4  x 1 + 2  x 2 = 6   6  x 1 + 3  x 2 = 9


  m


  n


  n


  m


  m


   ℝ m


  m × m


  V


   ‖ ⋅ ‖ : V → ℝ


   ‖ 𝜆 𝒙 ‖ =  | 𝜆 |  ‖ 𝒙 ‖


   ‖ 𝒙 + 𝒚 ‖ ≤  ‖ 𝒙 ‖ +  ‖ 𝒚 ‖


   ‖ 𝒙 ‖ ≥ 0


   ‖ 𝒙 ‖ = 0 ⇔ 𝒙 = 𝟎


   L p


     ‖ 𝒙 ‖ p =    (   ∑ i     |  x i | p )   1 p


     ‖ 𝒙 ‖ ∞ =    max i ⁡   |  x i |


     ‖ 𝑨 ‖ F =    ∑  i , j   A  i , j 2


   L 2


  𝒙 , 𝒚


  w


   cos ⁡ w =    𝒙 ⊤ 𝒚     ‖ 𝒙 ‖ 2    ‖ 𝒚 ‖ 2


  V


  +     : V × V → V


  ⋅     : ℝ × V → V )


  ∀ 𝜆 ∈ ℝ


  𝒙 , 𝒚 ∈ V


  𝜆 ⋅  ( 𝒙 + 𝒚 ) = 𝜆 ⋅ 𝒙 + 𝜆 ⋅ 𝒚


  ∀ 𝜆 , 𝜓 ∈ ℝ ,  𝒙 ∈ V  :   ( 𝜆 + 𝜓 ) ⋅ 𝒙 = 𝜆 ⋅ 𝒙 + 𝜓 ⋅ 𝒙


  ∀ 𝜆 , 𝜓 ∈ ℝ


  𝒙 ∈ V


  𝜆 ⋅  ( 𝜓 ⋅ 𝒙 ) =  ( 𝜆 ⋅ 𝝍 ) ⋅ 𝒙


  ∀ 𝒙 ∈ V


  1 ⋅ 𝒙 = 𝒙


  Ω : V × V → ℝ


  ∀ 𝒙 , 𝒚 , 𝒛 ∈ V


  𝜆 , 𝜓 ∈ ℝ


  Ω  ( 𝜆 𝒙 + 𝜓 𝒚 , 𝒛 ) = 𝜆 Ω  ( 𝒙 , 𝒛 ) + 𝜓 Ω  ( 𝒚 , 𝒛 )


  ∀ 𝒙 , 𝒚 , 𝒛 ∈ V


  𝜆 , 𝜓 ∈ ℝ


  Ω  ( 𝒙 , 𝜆 𝒚 + 𝜓 𝒛 ) = 𝜆 Ω  ( 𝒙 , 𝒚 ) + 𝜓 Ω  ( 𝒙 , 𝒛 )


  ∀ 𝒙 , 𝒚 ∈ V


  Ω  ( 𝒙 , 𝒚 ) = Ω ( 𝒚 , 𝒙 )


  ∀ 𝒙 ∈ V \ { 𝟎 }  


  Ω  ( 𝒙 , 𝒙 ) > 0


  Ω  ( 𝟎 , 𝟎 ) = 0


  Ω  ( 𝒙 , 𝒚 )  


  ⟨ 𝒙 , 𝒚 ⟩


   ‖ 𝒙 ‖ =  ⟨ 𝒙 , 𝒙 ⟩


  d  ( 𝒙 , 𝒚 ) =  ‖ 𝒙 − 𝒚 ‖ =  ⟨ 𝒙 − 𝒚 , 𝒙 − 𝒚 ⟩


   D  i , j = 0


  i ≠ j


  𝑫


   I  i , j =  {    1  if   i = j   0  if   i ≠ j


  𝑰


  𝒙


  diag  ( 𝒗 )


  diag  ( 𝒗 ) 𝒙 = 𝒗 ⨀ 𝒙


  diag    ( 𝒗 )  − 1 = diag  (    [  1   v 1 , … ,  1   v n ] ⊤ )


  𝑨 =  𝑨 ⊤


  𝑨


  ∀ i , j ∈    { 1 , … , n } :  A  i , j =  A  j , i


     ‖ 𝒙 ‖ 2 = 1


  𝒙


   𝒙 ⊤ 𝒚 = 0


  𝒙 ,   𝒚


   ℝ n


  n


   𝑨 ⊤ 𝑨 = 𝑨  𝑨 ⊤ = 𝑰


  𝑨


     𝑨  − 1 = 𝑨 ⊤


     ‖ 𝑨 𝒙 ‖ 2 =    ( 𝑨 𝒙 ) ⊤  ( 𝑨 𝒙 ) =  𝒙 ⊤  𝑨 ⊤ 𝑨 𝒙 =  𝒙 ⊤ 𝑰 𝒙 =  𝒙 ⊤ 𝒙 =    ‖ 𝒙 ‖ 2


   cos ⁡ w =      ( 𝑨 𝒙 ) ⊤  ( 𝑨 𝒚 )   ‖ 𝑨 𝒙 ‖  ‖ 𝑨 𝒚 ‖ =    ‖  𝒙 ⊤  𝑨 ⊤ 𝑨 𝒚 ‖    𝒙 ⊤  𝑨 ⊤ 𝑨 𝒙  𝒚 ⊤  𝑨 ⊤ 𝑨 𝒚 =      ( 𝒙 ) ⊤  ( 𝒚 )   ‖ 𝒙 ‖  ‖ 𝒚 ‖


  n × n


  𝑨


  𝑨 𝒗 = 𝜆 𝒗


  𝜆


  𝒗


   ( 𝜆 , 𝒗 )


  𝜆


  𝑨


  𝜆


  s 𝜆


  s ∈ ℝ \ { 0 }


  𝒗


  𝑨


  n × n


  𝑨


  n


   {  𝒗   ( 1 ) , … ,  𝒗   ( n ) }


  𝑨


  𝑨 = 𝑽 𝚲  𝑽  − 1


  𝑽 =  [  𝒗   ( 1 ) …  𝒗   ( n ) ]


  𝚲 = diag  ( 𝝀 ) = diag  (  𝜆 1 , … ,  𝜆 n )


  𝑨 = 𝑽 𝚲  𝑽  − 1 ⇒  𝑨 k =    ( 𝑽 𝚲  𝑽  − 1 ) k = 𝑽  𝚲 k  𝑽  − 1


  det  ( 𝑨 ) =  det ⁡   ( 𝑽 𝚲  𝑽  − 1 ) =  det ⁡   ( 𝑽 )  det ⁡   ( 𝚲 )  det ⁡   (  𝑽  − 1 ) =  det ⁡   ( 𝚲 ) =   ∏ i   𝜆 i


  𝑨


  𝑨 = 𝑸 𝚲  𝑸 ⊤


  𝑸


  𝑨


  𝑨


   𝜆 i


   𝒗   ( i )


  f  ( 𝒙 ) =  𝒙 ⊤ 𝑨 𝒙


     ‖ 𝒙 ‖ 2 = 1


  f


  > 0


  ≥ 0


  ∀ 𝒙 ≠ 𝟎   :    𝒙 ⊤ 𝑨 𝒙 > 0


  < 0


  ≤ 0


  ∀ 𝒙 ≠ 𝟎   :    𝒙 ⊤ 𝑨 𝒙 < 0


   𝒙 ⊤ 𝑨 𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 𝟎


  n × n


  𝑨


  𝑨 = 𝑽 𝚲  𝑽  − 1


  m × n


  𝑨


  𝑨 = 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤


  𝑼


  m × m


  𝑨


  𝑽


  n × n


  𝑨


  𝚺


  m × n


  𝑨


   Σ  i , j =  {     𝜎 i  if   i = j   0  if   i ≠ j


   𝜎 i ≥ 0


  𝑼 ,   𝑫 ,   𝑽


  𝑼


  𝑨  𝑨 ⊤


  𝑽


   𝑨 ⊤ 𝑨


  𝚺


  𝑨  𝑨 ⊤


   𝑨 ⊤ 𝑨


  m × n


  𝑨


  𝑨 = 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤


  ∀ i = 1 , … , r


  𝑨  𝒗 i =  𝜎 i  𝒖 i


   𝒖 i =  1   𝜎 i 𝑨  𝒗 i


  𝑨


  r ∈  [ 0 ,  min ⁡   ( m , n ) ]


   𝜎 1 ≥  𝜎 2 ≥ … ≥  𝜎 r ≥ 0


  𝑨  𝑨 ⊤ =  ( 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ )    ( 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ ) ⊤ =


  𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ 𝑽  𝚺 ⊤  𝑼 ⊤ = 𝑼 𝚺  𝚺 ⊤  𝑼 ⊤ = 𝑼  [     𝜎 1 2  ⋯  0   ⋮  ⋱  ⋮   0  ⋯   𝜎 m 2 ]  𝑼 ⊤


   𝑨 ⊤ 𝑨 =    ( 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ ) ⊤  ( 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ ) = 𝑽  𝚺 ⊤  𝑼 ⊤ 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤ = 𝑽  𝚺 ⊤ 𝚺  𝑽 ⊤ = 𝑽  [     𝜎 1 2  ⋯  0   ⋮  ⋱  ⋮   0  ⋯   𝜎 n 2 ]  𝑽 ⊤


  𝑨 ∈    ℝ  n × n


   det ⁡   ( 𝑨 − 𝜆 𝑰 ) = 0


  𝑨 = 𝑽 𝚲  𝑽  − 1


  𝑽


  →


  →


  𝑨 ∈    ℝ  m × n


  𝑨 = 𝑼 𝚺  𝑽 ⊤


  𝑼 , 𝑽


  →


  →


  T


  𝑨 𝒙 = 𝒃


  𝑨


  𝑩


  𝒙 = 𝑩 𝒃


  𝑨 ∈    ℝ  m × n


  m > n


  m < n


   𝑨 + = 𝑽  𝚺 +  𝑼 ⊤ = 𝑽  [     𝚺 r  − 1   𝟎  r × ( m − r )    𝟎   ( n − r ) × r   𝟎   ( n − r ) × ( m − r ) ]  𝑼 ⊤ =    (  𝑨 ⊤ 𝑨 )  − 1  𝑨 ⊤


     ‖ 𝑨 𝒙 − 𝒃 ‖ 2


  Tr  ( 𝑨 ) =   ∑ i   A  i , i


     ‖ 𝑨 ‖ F =    ∑  i , j   A  i , j 2 =  Tr  ( 𝑨  𝑨 ⊤ )


  Tr  ( 𝛼 𝑨 ) = 𝛼 Tr  ( 𝑨 )


  Tr  (  𝑨 ⊤ ) = Tr  ( 𝑨 )


  Tr  ( 𝑨 + 𝑩 ) = Tr  ( 𝑨 ) + Tr  ( 𝑩 )


  Tr  ( 𝑨 𝑩 ) = Tr  ( 𝑩 𝑨 )


  Tr  (   ∏  i = 1 n   𝑭  ( i ) ) = Tr  (  𝑭  ( n )   ∏  i = 1  n − 1   𝑭  ( i ) )


  Tr  ( 𝑨 𝑩 𝑪 ) = Tr  ( 𝑪 𝑨 𝑩 )


  = Tr  ( 𝑩 𝑪 𝑨 )


  det  ( 𝑨 )


  𝑨


  ⇔   det  ( 𝑨 ) ≠ 0


  det  ( 𝛼 𝑨 ) =  𝛼 n det  ( 𝑨 )


  det  (  𝑨 ⊤ ) = det  ( 𝑨 )


  det  (  𝑨  − 1 ) = 1 /  det ⁡  ( 𝑨 )


  det  ( 𝑨 𝑩 ) = det  ( 𝑨 )  det ⁡  ( 𝑩 )


  𝑻


  det  ( 𝑻 ) =   ∏  i = 1 n   T  i , i


   p 𝑨  ( 𝜆 ) =  det ⁡   ( 𝑨 − 𝜆 𝑰 )


  =  c 0 +  c 1 𝜆 + … +  c  n − 1  𝜆  n − 1 +    ( − 1 ) n  𝜆 n


  ⇒  c 0 =  det ⁡   ( 𝑨 ) ,    c  n − 1 =    ( − 1 )  n − 1 Tr  ( 𝑨 )

